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1. PENDAHULUAN

Analisis regresi merupakan salah satu analisis statistik yang digunakan untuk menganalisis hubungan
antar variabel yaitu variabel independen dan variabel dependen. Jika dipandang dari jumlah variabel
independent yang terdapat dalam model, analisis regresi terbagi menjadi dua macam yaitu analisis regresi
sederhana dan analisis regresi berganda. Jika hanya melibatkan satu variabel independen (X) maka disebut
analisis regresi linier sederhana sedangkan, jika terdapat lebih dari satu variabel independen maka disebut
analisis regresi linier berganda. Metode Kuadrat Terkecil (MKT) adalah salah satu metode yang digunakan
untuk menduga parameter regresi dalam analisis linier berganda. Koefisien regresi yang ditaksir
menggunakan metode MKT mempunyai sifat Best Linear Unbiased Estimator (BLUE) dimana salah satu
asumsi yang harus dipenuhi adalah tidak terjadinya masalah multikolinieritas [1]. Multikolinieritas adalah
kondisi terdapat hubungan linier antar variabel independen, dimana diantara variabel independen tersebut
saling berkorelasi. Akibatnya akan sulit untuk melihat pengaruh variabel independen terhadap variabel
dependen.

Dampak lain dari adanya multikolinieritas pada model regresi antara lain; 1) satu atau lebih variabel
independen adalah redundant artinya satu variabel independen menjelaskan tentang variabel dependen
persis sama dengan yang dijelaskan oleh variabel independen lainnya, 2) mempengaruhi kemampuan model
untuk mengestimasi koefisien regresi, dan 3) varians dari estimasi parameter dengan MKT menjadi tinggi [2].
[3] menyatakan bahwa multikolinieritas dapat mengakibatkan parameter regresi yang dihasilkan oleh
analisis regresi berganda menjadi sangat lemah atau tidak dapat memberikan hasil analisis yang mewakili
sifat dan pengaruh dari variabel independen yang bersangkutan.

Penelitian untuk mengatasi multikolinieritas telah dilakukan sebelumnya menggunakan metode regresi
ridge oleh [4]. Masalah multikolinieritas yang terjadi pada metode kuadrat terkecil dapat diatasi dengan
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menggunakan metode regresi ridge dengan besar koefisien determinasi yaitu 47,43%. Penelitian lain
dilakukan oleh [5]. Model regresi LASSO dengan algoritma LARS mampu mengatasi masalah multikolinieritas
dalam data dan menghasilkan 6 variabel yang berpengaruh secara signifikan dimana nilai adjusted R2 sebesar
73,25%. Penelitian lainnya dilakukan oleh [6] yang mengkaji mengenai performa metode elastic net dalam
kasus multikolinieritas pada analisis linier berganda, disimpulkan bahwa metode elastic net mampu menutupi
kekurangan LASSO dan ridge. Metode elastic net dapat menyusutkan variabel yang saling berkorelasi dengan
bantuan penalti penyusutan gabungan antara regresi ridge dan LASSO.

Regresi LASSO dapat menyusutkan koefisien dan menetapkan koefisien ke angka 0. Oleh karena itu, LASSO
dapat menghasilkan model dengan variabel terbaik. Namun, LASSO memiliki beberapa kelemahan. Ketika p <
n, kinerja LASSO lebih didominasi oleh ridge, p adalah jumlah variabel independent sedangkan n adalah
jumlah amatan. Ketika p > n, maka LASSO hanya memilih n variabel yang diikutkan dalam model. Sehingga,
pada kondisi p » n LASSO bukanlah metode yang ideal. Hal ini dikarenakan model LASSO hanya mampu
menyeleksi paling banyak n variabel dari p kandidat [7]. Berdasarkan latar belakang tersebut, pada penelitian
ini akan dibahas penanggulangan multikolinieritas pada beberapa kondisi dataset yaitu dimensip <n,p > n,
dan p » n menggunakan regresi ridge, LASSO dan elastic net. Teknik regulasi terbaik dipilih berdasarkan
penerapan metode pada data simulasi dan studi kasus

2. METODE
2.1 Data

Data yang digunakan dalam penelitian ini adalah data kuantitatif yang diperoleh dari website resmi
Badan Pusat Statistik (BPS) [8], UCI machine learning repository [9], serta membangkitkan variabel
independen (X) dan variabel dependen (Y) yang berdistribusi normal dengan rataan berada pada interval
0-50 dan simpangan baku berada pada interval 0-20.

2.2 Metode Analisis

Analisis data menggunakan bantuan program aplikasi R. Berikut adalah langkah-langkah analisis yang

dilakukan dalam penelitian ini, sebagai berikut.

1. Membangkitkan data simulasi

2. Melakukan pemodelan regresi dengan MKT (metode kuadrat terkecil), yaitu meregresikan variabel
X dengan variabel Y.

3. Mendeteksi adanya multikolinieritas dari masing-masing variabel independen (X) dengan melihat
nilai Variance Inflation Factor (VIF) masing-masing variabel independen. Jika nilai VIF lebih besar
dari 10 maka terdapat pelanggaran asumsi multikolinieritas. Semakin tinggi nilai VIF-nya maka
semakin serius permasalahan multikolinieritasnya [10]

4. Melakukan analisis regresi dengan regresi ridge.

a. Memilih nilai A optimal yang menghasilkan cross validation error minimum untuk é = 0.
b. Pemodelan menggunakan metode regresi ridge dengan § = 0 dan A optimal.
Regresi ridge meminimumkan sum of squares error (SSE) atau jumlah kuadrat sisaan pada
pendugaan koefisien regresi. Namun, dalam metode ridge menambahkan penalti penyusutan
dalam meminimumkan SSE. Sehingga persamaan yang terbentuk adalah sebagai berikut:

= .n r z p
Frooe ZsiEny <yi . zxi,-s,-) + x<z Bf-)
=1 Jj=1

i=1

C. Melihat evaluasi model dengan menghitung MSE pada data testing.
5. Melakukan analisis regresi dengan regresi LASSO.
a. Memilih nilai A optimal yang menghasilkan cross validation error minimum untuk & = 1.
b. Pemodelan menggunakan metode regresi LASSO dengan § = 1 dan 4
optimal.
Pada regresi ridge saat menduga parameter terjadi proses kontinu yang mengecilkan
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koefisien. Namun, tidak menetapkan koefisien apapun menjadi 0 dan karenanya tidak
memberikan model yang mudah diinterpretasikan. Sedangkan LASSO dapat menyusutkan
beberapa koefisien dan menetapkan yang lain ke 0. Oleh karena itu, LASSO dapat
mempertahankan fitur-fitur yang baik dari pemilihan subset dan regresi ridge [11]. LASSO dan
regresi ridge memiliki persamaan yang hampir sama, hanya penaltinya saja yang berbeda.
Penalti penyusutan pada regresi ridge Z?zl BJZ- diganti dengan Z?:1|Bj|sebagai penalti
penyusutan LASSO. Sehingga persamaan yang terbentuk adalah sebagai berikut:
e .n p 2 p
Brasso = ar%mmz yi = Bo _ZXUBJ’ +A 2 1851
i=1 j=1 j=1
C. Melihat evaluasi model dengan menghitung MSE pada data testing.
6. Melakukan analisis regresi dengan regresi elastic net.
a. Menentukan rentang nilai 6 yaitu 0 < § < 1 dengan validasi silang.
b. Memilih nilai pasangan nilai § dan A optimal yang menghasilkan cross validation error
minimum.
C. Analisis regresi menggunakan metode regresi elastic net dengan pasangan §
dan A optimal.
Misalkan kumpulan data memiliki n pengamatan dengan p variabel independen. Jika y =
(¥1, .., ¥,)T adalah variabel dependen dan X = (x4|... |x,) adalah matriks model, dimana x;

T
(xlj, ...,xnj) ,Jj =1,...,p, adalah variabel independen. Diketahui kriteria naive elastis net

sebagai berikut:
L1, 22, B) = 1y = XBI* + 2|BI” + 41|
Dengan
BI? = X, B?
1Bl =251

Penduga naive elastic net 8 diperoleh dengan meminimalkan L(A;, 1,, B)
~ argmin
B = ﬂ {L(A’]JAZIﬁ)}
d. Melihat evaluasi model dengan menghitung MSE pada data testing.
7. Melihat kebaikan model ridge, LASSO, dan elastic net pada masing-masing
dataset dengan dimensi yang berbeda.
8. Langkah 2-7 juga dilakukan pada data studi kasus yaitu dataset kemiskinan dan dataset Gas Sensor
Array Under Flow Modulation

3. HASIL DAN PEMBAHASAN
3.1Analisis Data Simulasi
Penelitian dilakukan dengan membangkitan dataset yang mengandung multikolinieritas. Bagian pertama

yang dirancang adalah cara membuat data yang sesuai dengan kriteria yang diinginkan sehingga dapat
dianalisis. Variabel dependen dan independen dibangkitkan menurut sebaran normal dengan rataan berada
pada interval 0-50 dan simpangan baku berada pada interval 0-20.

Asumsi multikolinieritas pada model regresi berganda mensyaratkan masing-masing variabel independen
memiliki nilai VIF < 10 agar tidak terdapat pelanggaran asumsi multikolinieritas. Jika ingin memperoleh
dataset yang mengandung multikolinieritas dapat dilakukan dengan menentukan matriks ragam-peragam
variabel independen agar nilai korelasi antar variabel > 0,5. Namun, cara tersebut kurang efektif apabila ingin
membangkitkan high dimensional data. Multikolinieritas menyebabkan (X'X) singular sehingga (X'X)-1 tidak
ada. Hal ini berarti satu atau lebih kolom merupakan kombinasi linier dari kolom-kolom lainnya sehingga
|X'X| = 0 (Draper dan Smith, 1992). Oleh karena itu, untuk memperoleh model regresi yang mengandung
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multikolinieritas dapat dilakukan dengan menggunakan kombinasi linier antar variabel independen.

Dataset pada penelitian ini mengandung multikolinieritas pada 2 variabel pertama. Keberhasilan proses
ini dapat diamati dari nilai VIF pada uji multikolinieritas. Jika VIF = 10 maka diperoleh dataset yang
mengandung multikolinieritas sehingga sesuai untuk digunakan dalam mengkaji teknik regularisasi.
Pemilihan jumlah observasi dan banyak variabel independen yang akan dibangkitkan mengandung
subjektifitas dan dapat berbeda-beda di setiap percobaan dan pengguna (user). Akan dibangkitkan dataset
dengan jumlah amatan 100 dan banyak parameter p = 20, 40, 80, 100, 160 dan 320. Kondisi multikolinieritas
dalam data diperoleh dengan menggunakan kombinasi linier. Masing-masing variabel mengikuti sebaran
normal. Sebagai kontrol dilakukan 30 kali pengacakan dataset yang mengandung multikolinieritas.
Karakterisik dataset dideskripsikan pada Tabel 1

Tabel 1 Karakteristik pembangkitan dataset

Variabel Karakteristik
X3 1,2*X2 +rnorm(n = 100, mean = [0 - 50], sd = [0 - 20])
X6 0,2*X4+rnorm(n = 100, mean = [0 - 50], sd = [0 - 20])

Variabel X3 dibangkitkan dari perkalian variabel X2 dengan 1,2 untuk selanjutnya ditambah dengan
bilangan pengacakan sebaran normal. Sedangkan, variabel X¢ dibangkitkan dari perkalian variabel X4 dengan
0,2 untuk selanjutnya ditambah dengan bilangan pengacakan sebaran normal. Selain itu, variabel dependen
dan independen lainnya (X;) dibangkitkan dengan pengacakan yang berasal dari sebaran normal dengan
rataan berada pada interval 0-50 dan simpangan baku berada pada interval 0-20.

Selanjutnya akan dilakukan pengujian multikolinieritas pada dataset dengan 20 variabel independen

dengan memperhatikan nilai VIF, nilai VIF setiap variabel independen terlampir pada Tabel 2.
Tabel 2. Hasil uji multikolinieritas dataset simulasi p=20

Variabel VIF Variabel VIF
X1 1,2508 X11 1,2805
X2 12,0712* X12 1,2646
X3 12,0441* X13 1,2083
X4 1,2031 X14 1,3690
X5 1,1472 X1s 1,1611
X6 1,2861 X16 1,1127
X7 1,1086 X17 1,1559
X8 1,2799 X18 1,2369
X9 1,1457 X19 1,1878
X10 1,3365 X20 1,1826

Berdasarkan Tabel 2 terdeteksi bahwa 2 variabel dari 20 variabel independen yang digunakan dalam
penelitian memiliki korelasi yang tinggi atau dengan kata lain terjadi multikolinieritas didalam dataset.
Sehingga dataset yang dibangkitkan telah memenuhi untuk dilakukan analisis dengan menggunakan regresi
ridge, regresi LASSO dan elastic net. Tabel 2 hanya salah satu contoh dari banyak skenario dataset yang
dibangkitkan.

Dilakukan 30 pembangkitan pada masing-masing dataset yaitu skenarion dengan jumlah amatan 100 dan
banyak parameter p = 20, 40, 80, 100, 160 dan 320. Pemilihan model terbaik untuk setiap dataset yang
dibangun dengan regresi ridge, LASSO, dan elastic net dilihat dari nilai MSE terkecil. Model terbaik antara
regresi ridge, LASSO, dan elastic net adalah model yang mempunyai nilai rataan MSE terkecil dari 30 simulasi

dataset.
Tabel 3 Perbandingan nilai MSE regresi ridge, LASSO dan elastic net

Model p=20 p=40 p=80 p=100 p=160 p=320
Ridge 22,014 20,047 26,163 29,401 31,123 25,794
LASSO 22,301 20,339 27,018 28,966 31,083 26,127
Elastic Net 22,077 20,082 26,345 28,395 30,512 25,640
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Hasil dari pemodelan dataset simulasi dengan banyak amatan 100 yang dibangkitkan dengan p = 20, 40,
dan 80 atau p <n menghasilkan rataan MSE terkecil pada model ridge yaitu 22,014 untuk p =20, 20,047 untuk
p =40 dan 26,163 untuk p = 80. Dataset dengan p = 100, 160, dan 320 menghasilkan rataan MSE terkecil pada
model elastic net yaitu 28,395 untuk p = 100, 30,512 untuk p = 160 dan 25,640 untuk p = 320. Hal ini sejalan
dengan pernyataan [7] bahwa, ketika p < n, kinerja LASSO lebih didominasi oleh ridge dan jika p » n maka
model elastic net akan bekerja dengan efektif.

3.2 Analisis Data Studi Kasus (dataset kemiskinan)

Dataset kemiskinan dengan kondisi data jumlah variabel (p) lebih kecil dibandingkan jumlah amatan (n).
dataset terdiri dari 6 variabel independen dengan tingkat kemiskinan sebagai variabel dependen. Data
diperoleh dari website resmi BPS pada tingkat kabupaten/kota se-Indonesia tahun 2021.

Tabel 4 Variabel Dataset Kemiskinan

Variabel Keterangan Satuan
Y Tingkat kemiskinan (%)
X1 Persentase = rumah tangga sumber air minumnya berasal dari sumur tidak (%)

terlindungi

X2 Persentase rumah tangga yang menggunakan bahan bakar memasak sehari-hari adalah kayu bakar (%)
X3 Persentase rumah tangga dengan jenis lantai terluas adalah tanah/lainnya (%)
X4 Persentase angkatan kerja terhadap usia kerja (%)
X5 Jumlah murid SD

X6 Jumlah murid SMP

Dataset kemiskinan dimodelkan dengan menggunakan ketiga metode yaitu regresi ridge, LASSO, dan
elastic net, kemudian Pemilihan model terbaik dari model dilakukan dengan melihat nilai MSE. Berdasarkan
Tabel 5, nilai MSE paling kecil pada dataset studi kasus terdapat pada model ridge.

Tabel 5 Perbandingan nilai MSE regresi ridge, LASSO, dan elastic net pada kondisi p<n

Model Py 2 MSE
Ridge 0 0,07396 0,4982
0,1 0,03056 0,5038
0,2 0,02020 0,5053
0,3 0,01622 0,5059
0,4 0,01216 0,5064
Elastic net 0,5 0,00973 0,5068
0,6 0,00739 0,5070
0,7 0,00633 0,5071
0,8 0,00317 0,5073
0,9 0,00448 0,5074
LASSO 1 0,00443 0,5076

Hasil dari pemodelan dataset studi kasus menghasilkan MSE 0,4982 dengan nilai A = 0,07396 dan § = 0
untuk model ridge. Model LASSO dengan § = 1 dan A = 0,00443 menghasilkan MSE 0,5076. Sedangkan, model
elastic net optimum memiliki § = 0,1 dan 4 = 0,03056 menghasilkan MSE yaitu 0,5038. Berdasarkan hasil
pemodelan Tabel 4, dapat disimpulkan bahwa model ridge mampu memodelkan dataset yang mengandung
multikolinieritas secara optimal untuk dataset dengan jumlah p < n.

3.3 Analisis Data Studi Kasus (Gas Sensor Array Under Flow Modulation Dataset)
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Dataset tersebut memiliki kondisi dimana jumlah variabel lebih banyak dibandingkan jumlah amatan.
Dataset dianalisis menggunakan ketiga model sebelumnya kemudian model terbaik dipilih berdasarkan nilai
MSE. Berdasarkan Tabel 6, nilai MSE paling kecil pada dataset studi kasus terdapat pada model elastic net

Tabel 6. Perbandingan MSE regresi ridge, LASSO, dan elastic net

Model P ) MSE
Ridge 0 2,99023 0,01942
0,1 0,07942 0,01262
0,2 0,04783 0,01232
0,3 0,02773 0,01185
0,4 0,01809 0,01150
Elastic net 0,5 0,01381 0,01135
0,6 0,01098 0,01119
0,7 0,00986 0,01111
0,8 0,00904 0,01124
0,9 0,01062 0,01139
LASSO 1 0,00956 0,01145

Hasil dari pemodelan dataset studi kasus menghasilkan MSE 0,01942 dengan nilai 41 =2,99023 dan 6 =0
untuk model ridge. Model LASSO dengan § = 1 dan A = 0,00956 menghasilkan MSE 0,01145, sedangkan model
elastic net optimum memiliki § = 0,7 dan 4 = 0,00986 menghasilkan MSE yaitu 0,01111. Berdasarkan hasil
pemodelan Tabel 6, dapat disimpulkan bahwa model elastic net mampu memodelkan dataset yang
mengandung multikolinieritas secara optimal untuk dataset dengan jumlah p » n.

4. SIMPULAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan mengenai regresi ridge, LASSO, dan elastic net, maka dapat diambil

kesimpulan sebagai berikut :

1. Dari 30 pengacakan diperoleh rataan MSE hasil dari pemodelan dataset simulasi dengan banyak
amatan 100 yang dibangkitkan dengan p = 20, 40, dan 80 atau p < n menghasilkan rataan MSE terkecil
pada model ridge. Dataset dengan p = 100, 160, dan 320 menghasilkan rataan MSE terkecil pada model
elastic net. Hal ini sejalan dengan pernyataan Zhou dan Hastie (2005) bahwa, ketika p < n, kinerja
LASSO lebih didominasi oleh ridge dan jika p » n maka model elastic net akan bekerja dengan efektif.

2. Hasil perbandingan metode ridge, LASSO, dan elastic net pada dataset kemiskin dapat disimpulkan
model ridge mampu memodelkan dataset yang mengandung multikolinieritas secara optimal untuk
dataset dengan jumlah p < n.

Hasil dari perbandingan metode ridge, LASSO, dan elastic net pada model gas sensor array under flow
modulation menunjukkan nilai MSE yang dimiliki model ridge sebesar 0,01942. Model LASSO menghasilkan
MSE 0,01145 sedangkan, model elastic net optimum memiliki MSE terkecil sebesar 0,01111. Sehingga, model
terbaik untuk pemodelan gas sensor array under flow modulation adalah regresi elastic net. Hal ini
menunjukkan bahwa regresi elastic net mampu memodelkan dataset yang mengandung multikolinieritas
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